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1 Inledning

Detta dokument beskriver (pa ett nagot ostrukturerat sétt) vad som kan komma
att kravas pa en skriftlig examination i kursen MA8020 hostterminen 2018. Jag
vagar havda att den inte innehaller nagra direkta felaktigheter, men den &r vildigt
langt ifran matematisk stringens och ibland tas det genvigar for att underldtta
forstaelse. Direkt (vilgrundad) kritik tas girna emot.

2 Randvardesproblem

Randvérdesproblem ar differentialekvationer dér den sokta funktionen, eller dess
derivata, dr given i &ndarna av intervallet (i 1D). Typiskt exempel &ar en stav
vars andar halls vid tva olika temperaturer. Losningen till detta kommer bade att
tillfredsstélla varmeledningsekvationen och randvillkoren med olika temperatur pa
stavens olika dndar. Ett annat exempel &r en strédng som kan svinga fritt férutom
i dess dndar som é&r fastspanda. Har kommer funktionen som beskriver strangens
avvikelse fran jamviktslaget tillfredsstélla vagekvationen och randvillkoren med de
fasta dndarna. Féljande avsnitt dr helt eller delvis inspirerat av Heath: Scientific
Computing An Introductory Survey[l), ddr inte andra kéllor anges.
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3 Finita differensmetoden

Finita differensmetoden anvénds till att reducera randvirdesproblem till ett al-
gebraiskt problem. I denna metod ersitts derivator med finita differenser. (Jag
haller med, den forklaringen hjélpte inte...) Enklaste exemplet ar att vi ersét-
ter en forstaderivata forst, sen gréver vi ner oss nagot. Du mdste komma ihag
derivatans definition, hir enligt den 6kéinda felkillan WIKIPEDIA}

f(xo 4+ h) — f(x0)
)= J() )

For att vara strang och matematisk bor dessa hérledas fran Taylor-utvecklingar,
men for att forsta poangen anser jag att det récker med derivatans definition. Kom
ihag fran Bertils/Mikaels foreldsning att det finns tre olika sétt for forstaderivatan,
framat-, bakat- och centraldifferensmetod. For att astadkomma en andraderivata
anvinds framat- och bakatdifferens tillsammans for att fa en rimlig andraderiva-
ta. Jag kallar framatdifferensderivatan fér D, (x) och bakatdifferensderivatan for
D_(z) sa ges andraderivatan pa ett snyggt sétt av:

f'(x9) = lim

h—0

f”(m) oy D_,_(Z)S) ; D_(I) (2)
flat+h)—f(z) _ flz)—f(z—=h)

=t (3)

:f(x+h)—2];(2x)+f(x—h)' (4)

Har ar egentligen hela iden till finita differensmetoden framstélld i all sin effektiva
enkelhet, det handlar alltsd om att stega en viss bit i funktionen (h) och genom
att “gissa” 16sningsvarden iterativt 16sa problemet. Nar du tittar pa ekv. 4| skall du
alltsa tanka x;, ;41 och z; ;. For att exemplifiera 16ser vi féljande problem:

y'=6t, 0<t<1, (5)
med randvardesvillkoren:

y(0) =0, y(1)=1. (6)

Vi nojer oss nu i demo-syfte att berdkna funktionsvéirdet i en endaste punkt i
intervallet, ¢ = 0.5. Om vi kallar punkterna y, osv da ¢ = 0 osv kan vi anvinda oss
direkt av ekv. dl med h = 0.5 och sétta in i ekv. [

Y2 — 2y1 + Yo
12

T denna fragan litar jag blint pA WIKIPEDIA dock.

— 6t,. (7)




Har vet vi yo = 1 och yg = 0 och t; = 0.5, darfor blir ekvationen vi skall 19sa:

I1—2y,+0

052 6(0.5) (8)
4—8y =3 (9)
= ; (10)

Losningen &r alltsa y(0.5) = % i den obekanta punkten. Hur ndra sanningen ar
vi med detta da? Den inbyggda losaren dsolve() i MATLAB ger mig l6sningen
y(t) = 3, plottar jag den jimte vér finita differenslésning ser det ut som i figur :
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Figur 1: Losningen till vart randvirdesproblem, heldragen linje &ar fran dsolve()
och streckad ar fran var finita differensekvationen enligt ekvation

3.1 Ovning till finita differensmetoden

Los foljande randvérdesproblem med differensmetoden, gor for hand pa papper
forst och implementera sedan i MATLAB eller MATHEMATICA.

2. y"—y=0,fr0<t<1ochmedy(0) =0, y(1) =sinh(1).

3.y —y=a2—2for 0<t<1y(0)=1,y(1) = cosh(1) — 1.



4 Finita elementmetoden

Finita elementmetoden anvinds ocksa till att reducera randvéardesproblem till ett
algebraiskt problem. I denna metoden approximeras losningen till randvérdespro-
blemet av en linedrkombination av ett begridnsat antal basfunktioner, element.
Dessa basfunktioner, eller element, brukar vara polynom och i Heaths bok kallas
dessa ¢;. Losningen, y(t), blir saledes pa formen

y(t) = u(t) = zn:lm,@ (11)

Koefficienterna x; bestdms genom att man sétter olika villkor pa residualen, defi-
nierad som skillnaden mellan vanster- och hogerledet i differentialekvationen. De
huvudsakliga metoder som anvands &r:

e Kollokation: Residualen ar noll, differentialekvationen ar exakt 16st i n dis-
kreta punkter.

e Galerkin: Residualen ar ortogonal mot rummet som basfunktionerna spanner
upp.

e Rayleigh-Ritz: Residualen &r minimerad pa ett viktat minsta-kvadrat-satt.

De tva senare metoderna &r likartade, vi vill alltsa hitta en linedrkombination
av basfunktionerna som approximerar losningen till problemet for att residualen
blir sa liten som mojligt. Alla tre metoder leder till ett system av ekvationer
for att hitta koefficienterna z;. Detta system kan vara linedrt eller icke-lineéart,
beroende pa om f &r linedr eller inte. For att systemet skall vara glest, ar det
en fordel om basfunktionerna &r lokala, dvs noll 6verallt utom pa ett litet stélle.
Typiska funktioner i en dimension &r B-splines, bitvis lineédra “hdxhatt”-funktioner,

se figur [2]
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Figur 2: B-spline Bj, hiixhattsfunktionen, typisk basfunktion (element) fér finita
elementmetoden i 1D.

Den glesa matrisen som blir resultatet av detta kallas av traditionella anled-
ningar for “styvhetsmatrisen’]. Om andra basfunktioner anvinds éin dessa enkla
“héxhatt”-funktioner, kallas metoden att losa spektral eller pseudospektral. (Det
ar alltsd inte det vi skall gora i denna kursen.)

Galerkinmetoden

I kursen kommer vi inte djupdyka i de olika metoderna och skillnaden mellan dem,
det anses tillrackligt att du kan 16sa enkla randvérdesproblem med Galerkinmeto-
den som besrivs i detta avsnitt.

Vi vill hér 16sa randviardesproblemet som beskrivs av differentialekvationen i
ekv.[ploch anviinder Galerkinmetoden och bitvis lineéira basfunktioner (héixhattar).
Vi delar upp intervallet i tre punkter och har en hédxhattstopp i varje punkt pa
intervallet, enligt figur [3]

2Vilket kan ha med mekaniktillimpningar att gora. ..
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Figur 3: Haxhattsfunktionerna som vi anvinder for att 16sa randvardesproblemet
i ekvation [

Var finita elementlosning till problemet ser alltsa ut pa foljande satt:

y(t) = u(t) = 21¢1(t) + 2202 () + 2303(1). (12)

Fran randvillkoren kan vi direkt bestdmma x; och z3, dir vet vi vad 16sningen ér,
1 = 0 och 23 = 1. For att bestamma z, anvinder vi oss av Galerkins metod.
Ovan ndmnde jag i forbifarten att Galerkinvillkoret dr att residualen &r ortogonal
mot det rum som basfunktionerna spanner upp. Ett sadant uttalande gor ganska
ont i 6gonen men hér kommer forklaringen pa hur det ser ut i praktiken. Orto-
gonal betyder att de &r vinkelrdta, vilket for funktioner inte riktigt har nagon
betydelse (for vektorer ar det valdigt logiskt dock). For tva ortogonala vektorer &r
skalarprodukten noll, vi behéver alltsa en annan definition av skaldrprodukten, en
som funkar for vara sma basfunktioner (hdxhattar). Detta kommer bli skoj! Tva
funktioner, f och g, definieras som ortogonala pa ett intervall a < x < b om

b
| f@yg(a)dz = 0. (13)
Residualen, R, som vi skall anvinda &r, fran ekv. [}
R =" (t) — 6t =~ u"(t) — 6t. (14)

Med ortogonalitetsvillkoret fran ekv. mellan R och basfunktionen ¢y far vi
integralen:

[ )~ 6ttt = (15)
/0 4 ()b (t)dE — 6 /O ()t — 0. (16)



Vi borjar med att 16sa forsta intergralen i hogerledet fran ekv. [I6] den loses 1amp-
ligast i tva steg, forst med partiell integration enligt:

[ sttt = wonls ~ [ o a7

Vi vet att ¢ drnollit = 0 och ¢t = 1, darfoér kan forsta delen av partialintegreringen
siattas lika med noll. I andra delen av partialintegreringen maste vi sitta in var
approximation for u(t), dvs det vi har i ekv. , hér sétter jag in med summatecken
for att komprimera raderna nagot:

/01 u/ (1)@ (t)dt = /0 ! <Z_: m;) (1)t (18)

1 1 1

=1 [ GOt +as | SO0t +as [ GBshBd  (19)

Integralen i hogerledet av ekv.|[19|16ser vi med kvadratur, till exempel trapetsregeln:
b—a

I(f) = —— (fla) + f(b)) (20)

Dér f i vart fall motsvaras av ¢,¢,. Kom ihag att vara héxhattar ar vildigt latta
att derivera! (Aven om det ar klurig grénsfallsrdkning.) Dvs, vi har tex nagra givna,

¢1(0)=-2 ¢i(1) =0 (21)
$5(0) =2 ¢h(1) = -2 (22)
¢3(0) =0 ¢4(1) =2. (23)

Det hade sannolikt varit “snyggare” ur ett strikt numeriskt perspektiv att dven
approximera derivatorna med nagon form, men det funkar &ven sa héar (vilket &r
matematiskt nagot slappt). Detta ger oss det ganska langa (men nu vildigt enkla):

1 1 1
xlg(—4+0)+$2§(4+4)+I3§(0—4) = (24)
—23171 + 4LU2 - 21‘3. (25)
Nu behover vi bara 16sa andra delen av vénsterledet i ekv. vilket inte borde
vara sa svart. Givetvis gor vi detta pa samma sétt med kvadratur. Eftersom det ar

¢o far vi vara lite forsiktiga med att anvinda hela intervallet 0 < ¢ < 1, eftersom
den ar noll i &ndpunkterna. Vi delar upp i tva intervall och anviander trapetsregelen

igen, dar f(t) = too(t):

=7 ton(t)dt (26)
~ 6 (0'52_ YO + 108+ T2 [ 05) + 1 ) (27)
— 6 (%50.5 + ();)0.5> — —2. (28)



Denna nagot sifferrika framstéallning leder oss till att néar vi sétter in vara kidnda
21 och x3 maste vi 16sa den hogst triviala ekvationen:

3
dry—2= -3 = (29)
3 4
L R N 30
1

Varan approximativa 16sning till randvérdesproblemet i ekv. [5| med Galerkinme-
toden fas slutligen till foljande:

y(0) % u(t) = 62(8) + 65(0) (32)

Hur néra sanningen &r vi med detta da? Den inbyggda losaren dsolve() i MATLAB
ger mig lésningen y(t) = 3, plottar jag den jimte var Galerkinlésning ser det ut
som foljer:
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Figur 4: Losningen till vart randvirdesproblem, heldragen linje &r fran dsolve()
och streckad &r fran var Galerkinapproximation enligt ekvation Observera att
den streckade linjen endast innehaller information i punkterna z = 0, x = 0.5 och
x = 1, daremellan ar det en rat linje som inte har nagot med den verkliga 16sningen
(eller den approximativa) att gora.

I detta fall blir 16sningen alltsa exakt i punkten x,.
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